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ÓÄÊ 532.5

Ïîñîáèå ñîäåðæèò îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, èçó÷àåìûå â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ
ñðåä. Íà îñíîâå ïðåäëîæåííîé àêñèîìàòèêè ñòðîèòñÿ ðÿä êëàññè÷åñêèõ ìî-
äåëåé ìåõàíèêè, ðàññìàòðèâàåìûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.
Ïðèâåäåíû êîíòðîëüíûå çàäàíèÿ, ñíàáæåííûå êîììåíòàðèÿìè. Ïîñîáèå ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü ïðè èçó÷åíèè ñïåöèàëüíûõ è îáùèõ êóðñîâ òàêèõ êàê ¾Ìå-
õàíèêà ñïëîøíûõ ñðåä¿, ¾Êðàåâûå çàäà÷è ãèäðîäèíàìèê¿, ¾Óðàâíåíèÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ôèçèêè¿, ¾Ôèçèêà¿.

Äàëüíåâîñòî÷íûé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 2003
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1 Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ìåõàíèêè ñïëîøíûõ
ñðåä

1.1 Òåíçîðû

Ãåîìåòðè÷åñêîé îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ôèçè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ ÿâëÿþòñÿ àôôèííûå åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà Rn. Îòîáðàæåíèÿ è
èõ õàðàêòåðèñòèêè, îïðåäåëåííûå íà Rn, ïîëó÷àþò ïðè ýòîì îïðåäåëåííîå
ôèçè÷åñêîå ñîäåðæàíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1 Òåíçîðîì ðàíãà r > 0 íàçûâàåòñÿ r-ëèíåéíàÿ ôîðìà
Φ íà ïðîñòðàíñòâå Rn, ò.å. îòîáðàæåíèå âèäà:

Φ : Rn × Rn × . . .× Rn → R1,

ëèíåéíîå ïî êàæäîìó àðãóìåíòó.

×èñëà Φ(a1, a2, . . . , ar), ãäå ak � îäèí èç âåêòîðîâ áàçèñà ïðîñòðàíñòâà Rn,
íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà Φ

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òåíçîð êàê àëãåáðàè÷åñêèé îáúåêò ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëÿåòñÿ çàäàíèåì íàáîðà èç nr ñâîèõ êîìïîíåíò â êàêîì-ëèáî áàçèñå, à ìíî-
æåñòâî òåíçîðîâ ðàíãà r ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ðàç-
ìåðíîñòè nr. Äëÿ ïðèëîæåíèé âàæíóþ ðîëü èãðàþò ñëåäóþùèå ÷àñòíûå ñëó-
÷àè, ïîçâîëÿþùèå äàòü ïîíÿòèþ òåíçîðà íàãëÿäíóþ èíòåðïðåòàöèþ.

1 r = 1. Òåíçîð ïåðâîãî ðàíãà � ýòî ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàí-
ñòâå Rn. Â ñèëó òåîðåìû Ðèññà ñîîòíîøåíèå Φ = a ·p, p ∈ Rn óñòàíàâëè-
âàåò èçîìîðôèçì ìåæäó Rn è ïðîñòðàíñòâîì ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ.
Â ýòîì ñìûñëå óäîáíî îòîæäåñòâëÿòü âåêòîðà èç Rn è òåíçîðû ðàíãà 1.

2 r = 2. Òåíçîð âòîðîãî ðàíãà � ýòî áèëèíåéíàÿ ôîðìà. Ñîîòíîøåíèå

Φ(a, b) = a · L 〈b〉 (1.1.1)
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óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì L(Rn) ëèíåéíûõ îïå-
ðàòîðîâ è ïðîñòðàíñòâîì áèëèíåéíûõ ôîðì. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì, ãî-
âîðÿ î òåíçîðàõ ðàíãà 2, áóäåì èìåòü â âèäó ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ
L : Rn → Rn, ñâÿçàííûå ñ ñîîòâåòñòâóþùåé áèëèíåéíîé ôîðìîé ôîðìó-
ëîé (1.1.1).

Òåíçîð ðàíãà 2 êàê ëèíåéíûé îïåðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ â äàííîì áàçèñå {ei}n
1

ìàòðèöåé ñâîèõ êîìïîíåíò Tij = eiT 〈ej〉. Îïðåäåëèòåëü äàííîé ìàòðèöû íà-
çûâàåòñÿ äåòåðìèíàíòîì òåíçîðà. Â äðóãîì áàçèñå ýòîò æå òåíçîð T áóäåò
ïðåäñòàâëåí äðóãîé ìàòðèöåé, íî äåòåðìèíàíò åãî íå èçìåíèòñÿ. Êîýôôèöè-
åíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, êîòîðûé ïðè n = 3 èìååò âèä

det(T − λT ) = −λ3 + J1λ
2 + J2λ + J3, (1.1.2)

íå èçìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó è íàçûâàþòñÿ èí-
âàðèàíòàìè òåíçîðà T . Ïðè ýòîì J1 = tr T =

∑
Tii � ñëåä òåíçîðà T ,

T3 = det T . Äëÿ âòîðîãî èíâàðèàíòà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

J2 =
1
2
(trT 2 − (tr T )2) (1.1.3)

Îòìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî òåíçîðîâ ðàíãà 2 ìîæíî ñäåëàòü íîðìèðîâàííûì,
åñëè ïîëîæèòü ‖T‖ = (max λ(T ∗T ))1/2, ãäå λ(A) � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå òåí-
çîðà A.

Ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè tr ââîäèòñÿ ñâåðòêà èëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå òåí-
çîðîâ ðàíãà 2 êàê èíâàðèàíòíàÿ îïåðàöèÿ A : B = tr(A∗B) = tr(B∗A), ãäå A∗

� îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê A, òî åñòü A∗ 〈a〉 b = aA 〈b〉. Â äåêàðòîâîì áàçèñå
ei · ej = δij ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî A : B = AijBij . Çäåñü è äàëåå, åñëè íå
îãîâîðåíî îñîáî, ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå îò
1 äî n.

Ïðèìåðû:

/1/ Ôóíäàìåíòàëüíûé èëè åäèíè÷íûé òåíçîð îïðåäåëÿåòñÿ êàê òîæäåñòâåí-
íûé îïåðàòîð, èìåþùèé áèëèíåéíóþ ôîðìó g(a, b) = a · b.
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/2/ òåíçîð T ′ = T − 1
n (trT )I íàçûâàåòñÿ äåâèàòîðîì òåíçîðà T . Îòìåòèì,

÷òî ñëåä äåâèàòîðà ðàâåí íóëþ.

/3/ Òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà ε(a, b, c) = a · (b× c) íàçûâàåòñÿ äèñêðèìèíàíò-
íûì. Äàííûé òåíçîð îïðåäåëÿåò, íàïðèìåð, îðèåíòàöèþ áàçèñà â ïðî-
ñòðàíñòâå R3. Áàçèñ íàçûâàåòñÿ ïðàâûì, åñëè ε123 = ε(e1, e2, e3) > 0.

1.2 Òåíçîðíûå è âåêòîðíûå ïîëÿ

Ñêàëÿðíûì (ñîîòâåòñòâåííî âåêòîðíûì èëè òåíçîðíûì) ïîëåì íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå Ω ⊂ Rn, n ≥ 1 è ïðèíèìàþùàÿ çíà-
÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå R (ñîîòâåòñòâåííî â Rm, m ≥ 2 èëè â L(Rm)).

Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ áàçèñîì {ei}, i = 1, . . . , n ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ϕ.

grad ϕ = ~∇ϕ =
∂ϕ

∂xi
ei =

(
∂ϕ

∂x1
, . . . ,

∂ϕ

∂xn

)
. (1.2.1)

Äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ W.

divW = ~∇ ·W =
∂Wi

∂xi
. (1.2.2)

Âèõðü (ðîòîð) âåêòîðíîãî ïîëÿ W : R3 → R3.

rotW = ~∇ ·W = εijk
∂Wk

∂xj
ei, (1.2.3)

ãäå εijk � êîìïîíåíòû äèñêðèìèíàíòíîãî òåíçîðà.
Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî âåëè÷èíû rotW, ∇ϕ è divW íå

çàâèñÿò îò âûáîðà áàçèñà è ÷òî ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíîå îïðåäåëåíèå ýòèõ
îïåðàöèé.

Îïðåäåëåíèå 1.2.1 Âåêòîðíîå ïîëå W íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì
â òî÷êå x, åñëè ñóùåñòâóåò òåíçîð Tx = ∂W

∂x òàêîé, ÷òî

W(x + h)−W(x) = Tx 〈h〉+ o(|h|), ïðè |h| → 0



6 Ìåõàíèêà Ñïëîøíûõ Ñðåä

Òåíçîð Tx íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíûì òåíçîðîì äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ W. Â äå-
êàðòîâîì áàçèñå ìàòðèöåé òåíçîðà Tx ñëóæèò ìàòðèöà ßêîáè

((
∂Wi

∂xj

))
âåêòîð

� ôóíêöèèW. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñëåä òåíçîðà Tx ñîâïàäàåò ñ äèâåðãåíöèåé
W.

Äëÿ òåíçîðíûõ ïîëåé äèâåðãåíöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê âåêòîðíîå ïîëå, òàêîå,
÷òî

div T · a = div (T ∗ 〈a〉) ∀a ∈ Rn.

Â äåêàðòîâîì áàçèñå (div T )i =
∂Tij

∂xj
.

Îïåðàòîð Ëàïëàñà äëÿ ñêàëÿðíûõ è âåêòîðíûõ ôóíêöèé îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì

∆ϕ = div∇ϕ, ∆W = div
(

∂W
∂x

)
. (1.2.4)

Çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî div
(

∂W
∂x

)∗
= ~∇(divW), à â äåêàðòîâîì áàçèñå ∆ϕ =

n∑
1

∂2ϕ
∂x2

i
, (∆W)i = ∆Wi.

Èíòåãðàëüíûå òåîðåìû

a) Ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì â Rm

∫

Ω

f
∂ϕ

∂xi
dx = −

∫

Ω

ϕ
∂f

∂xi
dx +

∫

∂Ω

fϕnidS, (1.2.5)

ãäå n = (n1, . . . , nm) � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå
îáëàñòè Ω.

b) Ôîðìóëà Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ
∫

Ω

divWdx =
∫

∂Ω

(W · n)dS, (1.2.6)

è äëÿ òåíçîðíîãî ïîëÿ
∫

Ω

div Tdx =
∫

∂Ω

T 〈n〉 dS. (1.2.7)
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c) Ôîðìóëà Ñòîêñà ∫

S

(rotW · n)dS =
∫

C

Wdl (1.2.8)

ãäå S � äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷åííàÿ êîíòóðîì C.

1.3 Êîíòðîëüíîå çàäàíèå 1

1) Òåíçîð T ∈ L(R2) â äåêàðòîâîì áàçèñå çàäàí ñîîòíîøåíèåì T 〈a〉 =

(3a1 + a2; a1 + a2).

a) Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðîâ T è T ∗.

b) Äîêàçàòü ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü òåíçîðà T :

a · T 〈a〉 ≥ γ
(
a2
1 + a2

2

)
, γ = 2−

√
2.

c) Íàéòè ÷èñëî λ = sup {T 〈a〉 · a, |a| = 1} è ïîêàçàòü, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì òåíçîðà. |a|2 = a2

1 + a2
2.

d) Íàéòè òåíçîð B òàêîé, ÷òî B2 = T .

2) Òåíçîðíîå ïîëå çàäàíî íà îáëàñòè Ω ñ îáúåìîì, ðàâíûì 2:

T (x) 〈a〉 = (ϕ (x) a1 + sin x2a2 ; x2a2 + x3a3 ; g (x) a3) ,

ϕ (x) = (3x2 − x1) cos x2, g (x) =
3x3

2
.

a) Íàéòè divT (x).

b) Îïðåäåëèòü äëèíó âåêòîðà p =
∫

∂Ω

T (x) 〈n〉 dS.

3) Â îáëàñòè Ω ⊂ R3 îïðåäåëåíî ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå, òàêîå, ÷òî
∫

Ω

(v · ∇ϕ + ψ ·∆ϕ)dx = 0

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ϕ ðàâíîé íóëþ â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû Ω. Äîêàçàòü,
÷òî ïîëå ÿâëÿåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì, åñëè ψ = x2

1 − x2
2.
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Êîììåíòàðèè ê çàäà÷àì.

1) (a) Äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèå êîìïîíåíò òåíçîðà è ôîðìó-
ëó (1.1.1). (b-c) Ìîæíî âñïîìíèòü ñâîéñòâà êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà. (d)
Ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî T = T ∗ è çíà÷èò B = B∗.

2) Ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó (1.2.7) äëÿ òåíçîðíûõ ïîëåé.

3) Çàäà÷ó íåòðóäíî ðåøèòü, ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå (1.2.5), à òàêæå ó÷è-
òûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî åñëè

∫
Ω

f(x)ϕ(x)dx = 0 äëÿ ëþáîé ϕ ðàâíîé íóëþ â
îêðåñòíîñòè ãðàíèöû îáëàñòè Ω, òî f ≡ 0.

2 Àêñèîìàòèêà. Äâà ñïîñîáà îïèñàíèÿ ñïëîø-
íîé ñðåäû

2.1 Îñíîâíûå àêñèîìû è èõ ôèçè÷åñêèé ñìûñë

1. Àêñèîìà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ñïëîøíàÿ ñðåäà (ÑÑ) ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà R3, Ω ⊂ R3. Âðåìÿ àáñîëþòíî, òî åñòü íå
çàâèñèò îò ñîáûòèé.

2. Àêñèîìà ìàòåðèàëüíîãî êîíòèíóóìà. ÑÑ ÿâëÿåòñÿ ìàòåðèàëüíûì
êîíòèíóóìîì.

3. Àêñèîìà äâèæåíèÿ. Äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè t ∈ (0, T ) ïåðåìå-
ùåíèå ÑÑ èç ïîëîæåíèÿ Ω0 â ïîëîæåíèå Ωt, îïèñûâàåìîå îòîáðàæåíèåì
ξ → γ(ξ, t), ãäå ξ ∈ Ω0, ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì îáëàñòè Ω0 íà Ωt. Äëÿ
ëþáîãî ξ ∈ Ω0 îòîáðàæåíèå t → γ(ξ, t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî
íà èíòåðâàëå (0, T ).

4. Àêñèîìà ñèë è ýíåðãèé. Ñèëîâûå è ýíåðãåòè÷åñêèå âîçäåéñòâèÿ íà
ïðîèçâîëüíûé îáúåì ω ⊂ Ωt ñïëîøíîé ñðåäû îïðåäåëÿþòñÿ :
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a) âíåøíèìè ìàññîâûìè ñèëàìè, èìåþùèìè ïëîòíîñòü ρf, ãäå ρ �
ïëîòíîñòü ÑÑ,

F =
∫

ω

ρfdx ; (2.1.1)

b) âíóòðåííèìè ïîâåðõíîñòíûìè ñèëàìè, äåéñòâóþùèìè íà ïîâåðõ-
íîñòü ∂ω è èìåþùèìè ïîâåðõíîñòíóþ ïëîòíîñòü pn (íàïðÿæåíèå
ïîâåðõíîñòíûõ ñèë), çàâèñÿùóþ îò íàïðàâëåíèÿ n âíåøíåé íîðìà-
ëè ê ∂ω.

Fs =
∫

∂ω

pndS ; (2.1.2)

c) ïîòîêîì òåïëà â îáëàñòü ω ÷åðåç ãðàíèöó ∂ω, èìåþùèì ïîâåðõíîñò-
íóþ ïëîòíîñòü qn

Q =
∫

∂ω

qndS. (2.1.3)

5. Àêñèîìà áàëàíñà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äâèæóùåãîñÿ îáúåìà ωt, òî åñòü
äëÿ îáúåìà, ñîñòîÿùåãî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè èç îäíèõ è òåõ æå
÷àñòèö ÑÑ, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ â èíòåãðàëüíîé
ôîðìå:

dM

dt
=

d

dt




∫

ωt

ρdx


 = 0 � ñîõðàíåíèå ìàññû M ; (2.1.4)

dK
dt

=
d

dt




∫

ωt

ρvdx


 = F+ Fs � ñîõðàíåíèå èìïóëüñà K; (2.1.5)

dH
dt

=
d

dt

∫

ωt

ρ(x× v)dx =
∫

ωt

ρ(x× f)dx +
∫

∂ωt

(x× pn)dS

� ñîõðàíåíèå ìîìåíòà èìïóëüñà H;
(2.1.6)

dẼ

dt
=

d

dt

∫

ωt

ρ(U +
1
2
v 2)dx = Q +

∫

ωt

ρvfdx +
∫

∂ωt

vpndS

� ñîõðàíåíèå ýíåðãèè Ẽ.
(2.1.7)
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Ïîÿñíèì ñìûñë ñôîðìóëèðîâàííûõ àêñèîì. Ïåðâàÿ àêñèîìà îãðàíè÷èâàåò
ìîäåëèðîâàíèå ðàìêàìè íüþòîíîâñêîé ìåõàíèêè. Àêñèîìà 2 îçíà÷àåò, ÷òî íà
ìíîæåñòâå Ω îïðåäåëåíû àääèòèâíûå íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè ìíîæåñòâ:

∀ ω ⊂ Ω
ω → M(ω) � ìàññà ω

ω → E(ω) � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ω,

äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîäíûå ïî îáëàñòè

ρ(x) =
dM

dω
= lim

x∈ω,|ω|→0

M(ω)
|ω| � ïëîòíîñòü ÑÑ,

U(x) = ρ−1dE/dω � óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ÑÑ. Çäåñü |ω| � îáúåì ω.
Èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî

M(ω) =
∫

ω

ρ(x)U(x)dx, E(ω) =
∫

ω

ρ(x)U(x)dx (2.1.8)

Çàìå÷àíèå 2.1.1 Ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ F (ω) íàçûâàåòñÿ àääèòèâíîé, åñëè
F (ω1 ∪ ω2) = F (ω1) + F (ω2) äëÿ ëþáûõ ω1, ω2 òàêèõ, ÷òî ω1 ∩ ω2 = ∅.

Àêñèîìà äâèæåíèÿ ïîçâîëÿåò, âî-ïåðâûõ, èíäèâèäóàëèçèðîâàòü ÷àñòèöó
x = γ(ξ, t) äëÿ ëþáîé òî÷êè ξ ∈ Ω0. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî

Γξ =
{
x ∈ R3 : x = γ(ξ, t), t ∈ (0, T )

}

åñòü òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû, à ìíîæåñòâî ωt =
{
x ∈ R3 : x = γ(ξ, t), ξ ∈ ω0

}

íàçûâàåòñÿ äâèæóùèìñÿ îáúåìîì. Âî-âòîðûõ, èç àêñèîìû 3 ñëåäóåò ñóùå-
ñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé v =

∂γ

∂t
, ò.å. îïðåäåëåíà ñêîðîñòü ÷àñòèöû.

Çàìå÷àíèå 2.1.2 Èç îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè âûòåêàåò, ÷òî òðàåêòîðèè ÿâ-
ëÿþòñÿ ðåøåíèåìè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé dx/dt = v(x, t),
ïðàâàÿ ÷àñòü â êîòîðîé çàâèñèò îò ïåðåìåííîé âåëè÷èíû t, è ïîýòîìó íåëüçÿ
èõ ïóòàòü ñ ëèíèÿìè òîêà, ò.å. ñ ëèíèÿìè, îïðåäåëåííûìè äëÿ ôèêñèðîâàí-
íîãî ìîìåíòà âðåìåíè t, êàñàòåëüíàÿ ê êîòîðûì â êàæäîé òî÷êå ïàðàëëåëüíà
âåêòîðó ñêîðîñòè.
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Ñîîòíîøåíèÿ (2.1.1)-(2.1.3) îïèñûâàþò âçàèìîäåéñòâèå ÑÑ ñ âíåøíèìè ïî-
ëÿìè è äðóãèìè ÷àñòèöàìè ñðåäû. Â ïÿòîé àêñèîìå íà îñíîâå ôóíäàìåí-
òàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
ñïëîøíîé ñðåäû, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ñîâîêóïíîñòü èíòåãðàëüíûõ çàêîíîâ
ñîõðàíåíèÿ.

2.2 Îïèñàíèå äâèæåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû

Ïóñòü íåêîòîðîå ïîëå (ñêàëÿðíîå, âåêòîðíîå, òåíçîðíîå) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðè-
ñòèêîé ÑÑ (ñêîðîñòü, ïëîòíîñòü è ò.ï.). Ðàññìîòðèì äâà îñíîâíûõ ñïîñîáà
çàäàíèÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ýòîãî ïîëÿ.

1. Ìåòîä Ýéëåðà. Äàííîå ïîëå F , äëÿ ïðîñòîòû ñêàëÿðíîå, îïðåäåëÿåòñÿ
íà îáëàñòè Ω êàê ôóíêöèÿ x ∈ R3, t ∈ (0, T ). Äðóãèìè ñëîâàìè, õàðàê-
òåðèñòèêè ñïëîøíîé ñðåäû ðàññìàòðèâàþòñÿ â ôèêñèðîâàííûõ òî÷êàõ
ïðîñòðàíñòâà.

2. Ìåòîä Ëàãðàíæà. Çíà÷åíèÿ ïîëÿ F îïðåäåëÿþòñÿ íà êàæäîé ÷àñòèöå
ñðåäû â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t ∈ (0, T ). Â ÷àñòíîñòè (õîòÿ ýòî è íå
îáÿçàòåëüíî), ïîëîæåíèå êàæäîé ÷àñòèöû ìîæíî èíäèâèäóàëèçèðîâàòü
åå êîîðäèíàòàìè ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) â íåêîòîðîì ïîëîæåíèè Ω0, ñîîòâåòñòâó-
þùåì ìîìåíòó âðåìåíè t = 0.

Ïóñòü çíà÷åíèå ïîëÿ â äàííîé ÷àñòèöå ðàâíî F 0(ξ, t). Òîãäà

F 0(ξ, t) = F (γ(ξ, t), t) (2.2.1)

Êîîðäèíàòû (ξ, t) ïðèíÿòî íàçûâàòü ëàãðàíæåâûìè, à (x, t) � ýéëåðîâûìè.
Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ïîëÿ F ïî âðåìåíè â ÷àñòèöå. Äëÿ ýòîãî ïðîäèô-

ôåðåíöèðóåì (2.2.1) ïî t:
∂F 0

∂t
=

∂F

∂t
+

∂F

∂xj

∂xj

∂t
= Ft + v~∇F (2.2.2)

Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, îïðåäåëÿåìûé (2.2.2), íàçûâàåòñÿ ïîëíîé
ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè èëè ïðîèçâîäíîé âäîëü òðàåêòîðèè.
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Ïðèìåðû:

/1/ Ïóñòü F = x � âåêòîðíîå ïîëå. Â ñèëó (2.2.2) èìååì
dx
dt

= v(x, t).

/2/ Âû÷èñëèì óñêîðåíèå ÷àñòèöû ñðåäû a =
dv
dt

.

a = vt + vk
∂v
∂xk

= vt +
∂v
∂x

〈v〉 .

Çäåñü dv
dx

� ïðîèçâîäíûé òåíçîð âåêòîðíîãî ïîëÿ v.

Ðàçëè÷èå ìåæäó äâóìÿ ìåòîäàìè íàãëÿäíî ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè çà-
äà÷è î ïîñòðîåíèè îòîáðàæåíèÿ x = γ(ξ, t) ïî çàäàííîìó ïîëþ ñêîðîñòåé. Â
ìåòîäå Ëàãðàíæà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ

x = γ(ξ, t) = ξ +

t∫

0

v(ξ, t)dτ. (2.2.3)

Â ñëó÷àå ýéëåðîâà îïèñàíèÿ ïðèõîäèì ê çàäà÷å Êîøè äëÿ ñèñòåìû äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

dt
= v(x, t), x(0) = ξ, (2.2.4)

è îòîáðàæåíèå ξ → γ(ξ, t) ñòðîèòñÿ êàê çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé
â (2.2.4). Â òîì ñëó÷àå, åñëè v ∈ C1, îòîáðàæåíèå ξ → x äèôôåðåíöèðóåìî è
ñóùåñòâóåò ÿêîáèàí J = det

(
∂x
∂ξ

)
, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ýéëåðà:

dJ

dt
= J divV, J(0) = 1. (2.2.5)

Èç (2.2.5) âûòåêàåò, ÷òî J(t) > 0.
Ðàññìîòðèì èíòåãðàë ïî äâèæóùåìóñÿ îáúåìó

I(t) =
∫

ωt

F (x, t)dx =
∫

ω0

F 0(ξ, t)Jdξ.

Èñïîëüçóÿ (2.2.5), íåòðóäíî âû÷èñëèòü, ÷òî
dI

dt
=

∫

ωt

(
dF

dt
+ F divv

)
dx =

∫

ωt

(Ft + div (Fv)) dx. (2.2.6)
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2.3 Êîíòðîëüíîå çàäàíèå 2

1) Âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ñðåäû ñ ïëîòíîñòüþ, ðàâíîé 1, çàíèìàþùåé øàð
ðàäèóñà r ðàâíà

E(r) =
1
r

∫

|x|=r

x2
1dS.

Íàéòè çíà÷åíèå óäåëüíîé âíóòðåííåé ýíåðãèè â òî÷êå x = 0.

2) Ïîëå ñêîðîñòåé çàäàíî â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà:

v1 = ξ1e
t, v2 = ξ2 + ξ1 + t2, v3 = 2t,

ãäå ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) � êîîðäèíàòû ÷àñòèöû â ìîìåíò t = 0.

a) Íàéòè êîìïîíåíòû óñêîðåíèÿ â ýéëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ.

b) Îïðåäåëèòü âåëè÷èíó äâèæóùåãîñÿ îáúåìà â ëþáîé ìîìåíò âðåìå-
íè, åñëè ïðè t = 0 îí ðàâåí 1.

3) Ïîêàçàòü, ÷òî äâèæåíèå ÷àñòèö ñðåäû ïðîèñõîäèò ïî îêðóæíîñòÿì, åñëè
â ýéëåðîâîì îïèñàíèè ïîëå ñêîðîñòåé ðàâíî

v1 = x2 − 2x3, v2 = x3 − x1, v3 = 2x1 − x2.

Êîììåíòàðèè ê çàäà÷àì.

1) Ïðèìåíèâ òåîðåìó Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî, ìîæíî ïåðåéòè ê èíòåãðàëó
ïî îáúåìó, à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì (2.1.8).

2) Óñêîðåíèå ÷àñòèöû a = dv/dt. Äëÿ ïåðåõîäà ê ýéëåðîâûì êîîðäèíàòàì
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü (2.2.3). Âåëè÷èíó äâèæóùåãîñÿ îáúåìà ìîæíî
îïðåäåëèòü, åñëè â (2.2.6) âçÿòü F = 1, ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëèâ divv.

3) Íåîáõîäèìî ðàñïèñàòü óðàâíåíèå òðàåêòîðèè (2.2.4) è ïîêàçàòü, ÷òî äâè-
æåíèå ñ îäíîé ñòîðîíû ïëîñêîå, ò.å. ax1 + bx2 + cx3 = C1, à, ñ äðóãîé
ñòîðîíû, x2

1 + x2
2 + x3

3 = C2.
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3 Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîð-
ìå. Òåíçîð íàïðÿæåíèé

3.1 Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñíîâíûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä, ïîòðåáóåì, ÷òî-
áû âñå ôóíêöèè, âõîäÿùèå â ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü (2.1.4)-(2.1.7), áûëè äî-
ñòàòî÷íî ãëàäêèìè, òî åñòü

ρ, U,v,pn, qn ∈ C1(Q), f ∈ C(Q),

ãäå Q = {(x, t) : x ∈ Ωt, t ∈ (0, T )} ⊂ R4
(3.1.1)

è, êðîìå òîãî, pn, qn íåïðåðûâíû êàê ôóíêöèè åäèíè÷íîãî âåêòîðà n. Â ýòîì
ñëó÷àå äâèæåíèå íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Â êëàññå òàêèõ äâèæåíèé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû íà îñíîâàíèè ôîðìó-
ëû (2.2.6) ïðèíèìàåò âèä

∫

ωt

(
dρ

dt
+ ρ divv

)
dx = 0 ∀ωt.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè îáúåìà ωt îòñþäà âûòåêàåò óðàâíåíèå

dρ

dt
+ ρ divv = 0 èëè ∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0. (3.1.2)

Èñïîëüçóÿ (2.2.6) è (3.1.2), íåòðóäíî ïîëó÷èòü óäîáíóþ ôîðìóëó

d

dt

∫

ωt

ρFdx =
∫

ωt

ρ
dF

dt
dx. (3.1.3)

3.2 Òåíçîð íàïðÿæåíèé

Ïðèìåíÿÿ (3.1.3), ìîæíî ïåðåïèñàòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà â âèäå
∫

∂ωt

pndS =
∫

ωt

Wdx, W = ρ

(
dv
dt
− f

)
, (3.2.1)
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÷òî ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ëèíåéíîñòü îòîáðàæåíèÿ n 7→ pn.

Tåîðåìà. Íà îáëàñòè Q ñóùåñâóåò òåíçîðíîå ïîëå P : Q → L(R3) òåí-
çîðîâ ðàíãà 2 òàêîå, ÷òî

pn = P 〈n〉 . (3.2.2)

Îïåðàòîð P íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì íàïðÿæåíèé. Ïîäñòàâèâ (3.2.2) â (3.2.1) è
ïðèìåíèâ òåîðåìó Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî, ïîëó÷èì â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
îáúåìà ωt óðàâíåíèå èìïóëüñîâ

ρ
dv
dt

= divP + ρf. (3.2.3)

Ñëåäñòâèåì äðóãîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî çàêîíà, à èìåííî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ
ìîìåíòà èìïóëüñà, ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé P ∗ = P .

Çàìå÷àíèå 3.2.1 Ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ñèñòåìà êîîðäèíàò
(ãëàâíàÿ ñèñòåìà), â êîòîðîé ìàòðèöà îïåðàòîðà P ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé.
Ïðè ýòîì âåëè÷èíû, ñòîÿùèå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, òî åñòü ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ P , íàçûâàþòñÿ íîðìàëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè. Ãëàâíûìè îñÿìè òåíçîðà
P íàçûâàþò íàïðàâëåíèÿ e, äëÿ êîòîðûõ P 〈e〉 è e êîëëèíåàðíû.

Çàìå÷àíèå 3.2.2 Åñëè òåíçîð P øàðîâîé, òî åñòü P = −p(x, t)I, òî ñðåäà
íàçûâàåòñÿ èäåàëüíîé, à êîýôôèöèåíò p(x, t) � äàâëåíèåì.

3.3 Óðàâíåíèå ýíåðãèè

Ïðèìåíèì ðàâåíñòâî (3.1.3) ê çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Òîãäà, ñ ó÷åòîì
ñèììåòðèè òåíçîðà P , ïîëó÷èì

∫

∂ωt

qndS =
∫

ωt

Ψdx, Ψ = ρ
d

dt

(
U +

v2

2

)
− ρ(v · f)− div P 〈v〉 . (3.3.1)

Ñîîòíîøåíèå (3.1.3) ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ëèíåéíîñòü ôóíêöèîíàëà n 7→ qn, à
çíà÷èò è ñóùåñòâîâàíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ q(x, t) (âåêòîðà ïîòîêà òåïëà) òàêîãî,
÷òî

qn = −q · n. (3.3.2)
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Âåêòîð q íàïðàâëåí âíóòðü ωt, êîãäà qn > 0.
Èç èíòåãðàëüíîãî çàêîíà (3.3.1), ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Ãàóññà � Îñòðîãðàä-

ñêîãî, óðàâíåíèåì (3.2.3) è ïðîèçâîëüíîñòüþ îáúåìà ωt, ïîëó÷àåì

ρ
dU

dt
= div P 〈v〉 − v · divP − divq.

Òåíçîð D =
1
2

(
∂v
∂x

+
∂v∗
∂x

)
íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé è äëÿ

íåãî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

P : D = div P 〈v〉 − v · divP

, â ñèëó êîòîðîé îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ýíåðãèè

ρ
dU

dt
= P : D − divq. (3.3.3)

Çàìå÷àíèå 3.3.1 Ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, ñôîðìó-
ëèðîâàííûõ â àêñèîìå áàëàíñà, ðàâíîñèëüíà íà êëàññå íåïðåðûâíûõ äâèæå-
íèé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.1.2), (3.2.3), (3.3.3) âìåñòå ñ
óñëîâèåì ñèììåòðèè P = P ∗. Îäíàêî óêàçàííàÿ ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-
òîé, ïîñêîëüêó ñîäåðæèò 5 ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé è 14 íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé.

3.4 Ýëåìåíòû òåðìîäèíàìèêè

Ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä, ïðåäïî-
ëîæèì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ àêñèîì

Àêñèîìà Ò1. Íà îáëàñòè Ωt, çàíèìàåìîé ñïëîøíîé ñðåäîé, îïðåäåëåíû
ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ θ(x, t) ≥ 0 � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà, è ôóíêöèÿ ìíî-
æåñòâ S(ω) =

∫
ω

ρs dx � ýíòðîïèÿ ìíîæåñòâà ω; s � óäåëüíàÿ ýíòðîïèÿ. Ïðè
ýòîì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî dQ = θds, ãäå Q � êîëè÷åñòâî òåïëîòû.

Àêñèîìà Ò2. Äëÿ ñïëîøíîé ñðåäû ñïðàâåäëèâû ïåðâûé è âòîðîé çàêî-
íû òåðìîäèíàìèêè, òî åñòü

dQ = dU + dA, (3.4.1)
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ãäå dQ = θds, dA � ñîâåðøàåìàÿ ñðåäîé â ýëåìåíòàðíîì ïðîöåññå ìåõàíè÷å-
ñêàÿ ðàáîòà, dU � èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè ñðåäû.

dS(ωt)
dt

≥ −
∫

∂ωt

(q · n)
θ

dS. (3.4.2)

Ñïðàâåäëèâ çàêîí Ôóðüå

q = −κ∇θ, κ - êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè. (3.4.3)

Èç (3.4.2) ñëåäóåò, ÷òî ýíòðîïèÿ òåïëîèçîëèðîâàííîãî îáúåìà íå óáûâàåò ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè. Â îáùåì ñëó÷àå èç âòîðîãî çàêîíà òåðìîäèíàìèêè âûòåêàåò
íåðàâåíñòâî Êëàóçèóñà:

ρ
ds

dt
+ div

(
θ−1q

) ≥ 0. (3.4.4)

Óðàâíåíèå ýíåðãèè ñ ó÷åòîì (3.4.3) ïðèíèìàåò âèä

ρ
dU

dt
= P : D + div(κ~∇θ). (3.4.5)

3.5 Êîíòðîëüíîå çàäàíèå 3

1) Ïîëå ñêîðîñòåé ñòàöèîíàðíî äâèæóùåéñÿ ñðåäû çàäàåòñÿ âûðàæåíèÿìè

v1 = −g(r)x2, v2 = g(r)x1, v3 = h(r), r2 = x2
1 + x2

2.

Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè òàêîì äâèæåíèè ïëîòíîñòü â ÷àñòèöå íå ìåíÿåòñÿ.

2) Â íåêîòîðîé òî÷êå çàäàíà ìàòðèöà êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé

(P ) =




0 1 2

1 a 1

2 1 0


 .

Îïðåäåëèòü ÷èñëî a òàê, ÷òîáû âåêòîð íàïðÿæåíèé íà íåêîòîðîé ïëî-
ùàäêå â ýòîé òî÷êå îáðàùàëñÿ â íóëü. Íàéòè åäèíè÷íóþ íîðìàëü ê ýòîé
ïëîùàäêå.
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3) Äàâëåíèå íà ãðàíèöå îáúåìà ω ïîêîÿùåéñÿ èäåàëüíîé ñðåäû ïîñòîÿííî.
Ïîêàçàòü, ÷òî ñóììà âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ω, ðàâíà íóëþ.

4) Âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ íåïîäâèæíîãî îáúåêòà ñðåäû ñ ïîñòîÿííîé òåïëî-
ïðîâîäíîñòüþ âîçðàñòàåò ñî âðåìåíåì. Ìîæåò ëè ìàêñèìóì òåìïåðàòóðû
äîñòèãàòüñÿ âíóòðè äàííîãî îáúåìà?

Êîììåíòàðèè ê çàäà÷àì

1) Ñîõðàíåíèå ïëîòíîñòè â ÷àñòèöå îçíà÷àåò, ÷òî dρ

dt
= 0. Â ñèëó óðàâíåíèÿ

íåðàçðûâíîñòè äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî divv = 0.

2) Íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâîì (3.2.2), ó÷èòûâàÿ, ÷òî |n| =

1, pn = 0.

3) Òàê êàê ñðåäà íåïîäâèæíàÿ è èäåàëüíàÿ, òî â óðàâíåíèè èìïóëüñîâ ñëå-
äóåò ïîëîæèòü v = 0, P = −pI è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî îáúåìó ω.

4) Èç óðàâíåíèÿ ýíåðãèè (3.4.5) âûòåêàåò, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ∆θ > 0.
Òîãäà èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñëåäóåò, ÷òî ìàê-
ñèìóì θ ìîæåò äîñòèãàòüñÿ òîëüêî íà ãðàíèöå.

4 Êëàññè÷åñêèå ìîäåëè ñïëîøíûõ ñðåä

4.1 Æèäêîñòè è ãàçû

Æèäêîñòüþ èëè ãàçîì (â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå) íàçûâàþò ñïëîøíóþ ñðåäó,
â êîòîðîé òåíçîð íàïðÿæåíèé P ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé òåíçîðà ñêîðî-
ñòåé äåôîðìàöèé D â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì Ñòîêñà

P = (−p + λ divv)I + 2µD. (4.1.1)

Ôóíêöèÿ p íàçûâàåòñÿ äàâëåíèåì, λ, µ � êîýôôèöèåíòû ñäâèãîâîé è äèíà-
ìè÷åñêîé âÿçêîñòè. Â îáùåì ñëó÷àå λ è µ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè òåðìîäèíà-
ìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé æèäêîñòè èëè ãàçà áóäåì
ñ÷èòàòü èçâåñòíîé çàâèñèìîñòü U = U(ρ, s), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ìåõàíè÷åñêàÿ
ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ ñðåäîé, îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

dA = pd(ρ−1) = −pdρ

ρ2
. (4.1.2)

Çàêîí Ñòîêñà ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü divP è P : D. Â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ âÿçêîñòè ïîëó÷àåì

divP = −~∇p + λ~∇(divv) + 2µdivD, (4.1.3)

P : D = −p divv+ Φ, (4.1.4)

ãäå âûðàæåíèå Φ = (λ + 2
3µ)(divv)2 + 2µD′ : D′ íîñèò íàçâàíèå äèññèïàòèâ-

íîé ôóíêöèè, D′ � äåâèàòîð òåíçîðà D. Èç (4.1.2), ïðèìåíÿÿ ïåðâûé çàêîí
òåðìîäèíàìèêè, çàêëþ÷àåì, ÷òî

θ =
∂U

∂s
, p = ρ2 ∂U

∂ρ
, (4.1.5)

ρ
dU

dt
= ρθ

ds

dt
− p divv. (4.1.6)

Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè, èì-
ïóëüñîâ è ýíåðãèè, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé çàìêíóòîé ñèñòåìå

M0





dρ

dt
+ ρ divv = 0, θ =

∂U

∂s
, p = ρ2 ∂U

∂ρ
,

ρ
dv
dt

= −~∇p + (λ + µ)~∇(divv) + µ∆v+ ρf,

ρθ
ds

dt
= div (κ~∇θ) + Φ,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëüþ æèäêîñòè èëè ãàçà è ñîäåðæèò 7
íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé è 7 ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé.

4.2 Âÿçêàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü

Ñïëîøíàÿ ñðåäà íàçûâàåòñÿ íåñæèìàåìîé, åñëè ïëîòíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ âäîëü
òðàåêòîðèé, òî åñòü dρ/ dt = 0. Èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ñðàçó âûòåêàåò,
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÷òî ïîëå ñêîðîñòåé ñîëåíîèäàëüíî, òî åñòü divv = 0. Èñïîëüçóÿ ýòî óñëîâèå è
êîíêðåòèçèðóÿ ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ â M0, ïðèõîäèì ê çàìêíóòîé ñèñòåìå,
ÿâëÿþùåéñÿ ìîäåëüþ íåñæèìàåìîé íåîäíîðîäíîé âÿçêîé æèäêîñòè

M1





∂ρ

∂t
+ v~∇ρ = 0,

divv = 0,

ρdv
dt = −~∇p + µ∆v+ ρf.

Â ñëó÷àå îäíîðîäíîé æèäêîñòè, òî åñòü ïðè ρ = Const, èç M1 ïîëó÷àåòñÿ
êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà:

M2





divv = 0,
dv
dt

= −1
ρ

~∇p + ν∆v+ f, ν = ρ−1µ.

Çäåñü ν � êîýôôèöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè.

Çàìå÷àíèå 4.2.1 Â ðàìêàõ ìîäåëè M2 ïðîñòî âû÷èñëèòü, êàê ìåíÿåòñÿ
ñ òå÷åíèåì âðåìåíè êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ îáúåìà æèäêîñòè. Åñëè îáîçíà÷èòü

E(t) =
∫

ωt

ρv2

2
dx,

òî ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ ìàññîâûõ ñèë ïîëó÷àåì:

dE

dt
=

∫

∂ωt

(pnv)dS −
∫

ωt

Φdx, Φ = 2µD : D (4.2.1)

Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (4.2.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììàðíóþ ìîùíîñòü
ïîâåðõíîñòíûõ ñèë, à âòîðîé îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè, òî
åñòü êîëè÷åñòâî ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè, êîòîðîå çà åäèíèöó âðåìåíè ïåðåõîäèò
â òåïëîâóþ ýíåðãèþ (è îòñþäà íàçâàíèå Φ � äèññèïàòèâíàÿ ôóíêöèÿ).

Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó dv
dt

=
∂v
∂t

+
∂v
∂x

〈v〉, òî ìîäåëè M0�M2 ÿâëÿþòñÿ
íåëèíåéíûìè. Â òîì ñëó÷àå, åñëè

|v| ,
∣∣∣∣

∂v
∂xk

∣∣∣∣ ,
1
ν
¿ 1, (4.2.2)
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â ìîäåëè M2 ìîæíî ïðåíåáðå÷ü êâàäðàòè÷íûìè ÷ëåíàìè è ïîëó÷èòü ëèíåé-
íóþ ìîäåëü Ñòîêñà

M3





dv
dt
− ν∆v = −~∇p + f,

divv = 0.

4.3 Èäåàëüíàÿ (íåâÿçêàÿ) æèäêîñòü

Îáóñëîâëåííûå íàëè÷èåì âÿçêîñòè ýôôåêòû (äèññèïàöèÿ, ðîñò ýíòðîïèè, äèô-
ôóçèÿ âèõðåé è ò.ï.) íå âñåãäà ñóùåñòâåííû è ïîýòîìó áîëüøîå ðàñïðîñòðàíå-
íèå ïîëó÷èëà ìîäåëü, â êîòîðîé âÿçêîñòü ðàâíà íóëþ, òî åñòü ñðåäà ñ÷èòàåòñÿ
èäåàëüíîé. Èñòîðè÷åñêè � ýòî ïåðâàÿ ìîäåëü ãèäðîäèíàìèêè.

M4 :
dv
dt

= −1
ρ

~∇p + f, divv = 0.

Ñèñòåìà M4 íîñèò íàçâàíèå óðàâíåíèé Ýéëåðà äëÿ íåñæèìàåìîé èäåàëüíîé
æèäêîñòè.

Íàèáîëåå ïðîñòîé âèä ìîäåëü èäåàëüíîé æèäêîñòè èìååò äëÿ ïîòåíöè-
àëüíûõ èëè áåçâèõðåâûõ òå÷åíèé. Â ýòîì ñëó÷àå v = ~∇ϕ è èç óðàâíåíèÿ
íåðàçðûâíîñòè âûòåêàåò, ÷òî ïîòåíöèàë ϕ � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ,

∆ϕ = 0, (4.3.1)

ïðè ýòîì äëÿ âûïîëíåíèÿ óðàâíåíèÿ èìïóëüñîâ äîñòàòî÷íî ïîòåíöèàëüíîñòè
âíåøíèõ ñèë.

4.4 Óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè è àêóñòèêè

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîöåññû, ïðîòåêàþùèå â ñïëîøíîé ñðåäå (ãàçå), îïèñû-
âàåìîé ìîäåëüþ M0 � áûñòðîïðîòåêàþùèå, òî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âÿçêîñòüþ
è òåïëîïðîâîäíîñòüþ ñðåäû (κ = 0, µ = λ = 0), ïîëó÷èâ ìîäåëü íåâÿçêîãî
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íåòåïëîïðîâîäíîãî ãàçà (óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè)

M5





dρ

dt
+ ρ divv = 0, ρ

dv
dt

= −~∇p + ρf,

p = p(ρ, s),
ds

dt
= 0.

Êîëåáàòåëüíûå äâèæåíèÿ ñ ìàëûìè àìïëèòóäàìè ñïëîøíîé ñðåäû, îïè-
ñûâàåìîé ñèñòåìîé M5, íàçûâàþòñÿ çâóêîâûìè âîëíàìè. Â îêðåñòíîñòè
íåêîòîðîãî ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ρ = ρ0, s = s0, p0 = p(ρ0, s0) ìîæíî ïðî-
âåñòè ëèíåàðèçàöèþ ìîäåëè M5. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé àêóñòèêè

M6 :
∂v
∂t

+
1
ρ0

~∇p = f, 1
c2

∂ρ

∂t
+ ρ0 divv = 0.

Çäåñü ÷åðåç c2 îáîçíà÷åíà âåëè÷èíà

c2 =
∂p

∂ρ

∣∣∣∣
ρ=ρ0

> 0. (4.4.1)

Çíàê ïðîèçâîäíîé â (4.4.1) îáóñëîâëåí òåì, ÷òî äàâëåíèå âñåãäà ðàñòåò ñ óâå-
ëè÷åíèåì ñêîðîñòè. Âåëè÷èíà c íàçûâàåòñÿ ñêîðîñòüþ çâóêà. Ñìûñë òàêîãî
íàçâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì, åñëè â M6 èñêëþ÷èòü ñêîðîñòü è äëÿ äàâëå-
íèÿ ïîëó÷èòü ïîëó÷èòü âîëíîâîå óðàâíåíèå

∂2p

∂t2
− c2∆p = F, F = −c2ρ0 div f, (4.4.2)

â êîòîðîì c èãðàåò ðîëü ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé.

Âåñüìà èíòåðåñíûìè äëÿ ïðèëîæåíèé ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèå ïðîöåññû,
äëÿ êîòîðûõ çàâèñèìîñòü õàðàêòåðèñòèê çâóêîâîãî ïîëÿ îò âðåìåíè èìååò
âèä:

p = Re[Φ(x)e−ikct], v = Re[V(x)e−ikct], F = Re[ϕ(x)e−ikct].

Â ýòîì ñëó÷àå èç (4.4.2) äëÿ ôóíêöèè Φ ïîëó÷àåòñÿ ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå
Ãåëüìãîëüöà

∆Φ + k2Φ = g, g = − ϕ

c2
, (4.4.3)

ãäå k = ω/c � âîëíîâîå ÷èñëî.
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4.5 Òåíçîð äåôîðìàöèé. Ëèíåéíàÿ ìîäåëü óïðóãîãî òåëà

Äåôîðìàöèåé îáúåìà ω0 ñïëîøíîé ñðåäû íàçûâàåòñÿ òàêîå äâèæåíèå ñðåäû
è ñâÿçàííîå ñ íèì îòîáðàæåíèå x = γ(ξ, t), ξ ∈ ω0, t ∈ (0, T ), ïðè êîòîðîì ìå-
íÿþòñÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå äåôîðìàöèè
â ìàëîé îêðåñòíîñòè ÷àñòèöû ìîæíî äàòü ñ ïîìîùüþ òåíçîðà äèñòîðñèè
(èñêàæåíèÿ) T =

∂x

∂ξ
. Åñëè îïðåäåëèòü âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ w = x− ξ, òî

T = I +
∂w
∂ξ

. (4.5.1)

Îòìåòèì, ÷òî èç (2.2.5) âûòåêàåò íåâûðîæäåííîñòü òåíçîðà T . Â ñèëó ñîîòíî-
øåíèÿ

|dx|2 = |dξ|2 + dξ · (T ∗T − I) 〈dξ〉

äëÿ îïèñàíèÿ äåôîðìàöèé óäîáíî ââåñòè òàêæå òåíçîð

E =
1
2

(T ∗T − I) , (4.5.2)

íàçûâàåìûé òåíçîðîì äåôîðìàöèé â ôîðìå Ãðèíà-Ëàãðàíæà. Ïðè ýòîì
èç (4.5.1) âûòåêàåò ðàâåíñòâî

E =
1
2

(
∂w
∂ξ

+
∂w∗
∂ξ

)
+

1
2

∂w∗
∂ξ

∂w
∂ξ

. (4.5.3)

Â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè, ïðè óñëîâèè ìàëîñòè âåëè÷èíû d = ‖T − I‖, â
(4.5.3) îòáðàñûâàåòñÿ ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå, èìåþùåå ïîðÿäîê d2. Êðîìå ýòîãî,
â ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ÷àñòî ïðåíåáðåãàþò âëèÿíèåì òåìïåðàòóðû íà
íàïðÿæåíèÿ, à õàðàêòåðèñòèêè ñïëîøíîé ñðåäû, ðàçëè÷àþùèåñÿ íà âåëè÷èíû
ïîðÿäêà d2 è âûøå, îòîæäåñòâëÿþòñÿ. Ñïëîøíàÿ ñðåäà, îïèñûâàåìàÿ óðàâíå-
íèÿìè (3.1.2), (3.2.3) è (3.3.3) íàçûâàåòñÿ óïðóãèì òåëîì, åñëè íàïðÿæåíèÿ
îïðåäåëÿþòñÿ äåôîðìàöèÿìè â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì Ãóêà (ñðåäà èçîòðîï-
íà):

P = λ tr E · I + 2µ · E . (4.5.4)
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Çàïèñàâ óðàâíåíèå èìïóëüñîâ äëÿ óïðóãîãî òåëà â ëàãðàíæåâîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò è ëèíåàðèçîâàâ åãî, èñïîëüçóÿ (4.5.4), ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé Ëàìå,

M7 : ρ0
∂2w
∂t2

= (λ + µ)~∇ divw+ µ∆w+ ρ0f.

Çäåñü λ, µ � êîýôôèöèåíòû Ëàìå.

Âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ w, îïèñûâàþùèé ïåðåõîä óïðóãîãî òåëà èç ïîëîæå-
íèÿ ω0 â íîâîå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå, óäîâëåòâîðÿåò ñòàöèîíàðíîìó âåêòîð-
íîìó óðàâíåíèþ Ëàìå

µ∆w+ (λ + µ)∇ divw+ ρ0f = 0 èëè div P + ρ0f = 0. (4.5.5)

Èç (4.5.5) âûòåêàåò ïðè f = 0, ÷òî ∆divw = 0, ∆2w = 0, ò.å. w � áèãàð-
ìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

4.6 Êîíòðîëüíîå çàäàíèå 4

1) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â íåïðåðûâíîì äâèæåíèè â íåêîòîðîé òî÷êå ïëîò-
íîñòü ρ = 0, òî ρ = 0 âäîëü âñåé òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó
òî÷êó.

2) Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè â íåïîäâèæíîé àòìîñôåðå, â
êîòîðîé äàâëåíèå è ïëîòíîñòü ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì p = p0

(
ρ

ρ0

)γ

, γ ≥ 1,
ρ0 � ïëîòíîñòü íà ïîâåðõíîñòè.

3) Ïîêàçàòü, ÷òî â êîíå÷íîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè ñ íåïîäâèæíîé ñòåíêîé
íåâîçìîæíî ñîçäàòü áåçâèõðåâîå äâèæåíèå íåñæèìàåìîé ñðåäû.

4) Ñëîé æèäêîñòè òîëùèíîé h îãðàíè÷åí ñâåðõó ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ,
à ñíèçó ïëîñêîñòüþ, íàêëîíåííîé ïîä óãëîì α ê ãîðèçîíòó. Îïðåäåëèòü
äâèæåíèå æèäêîñòè ïîä âëèÿíèåì ñèëû òÿæåñòè.
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5) Îïðåäåëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå ïî îáúåìó äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿ-
æåíèé, âîçíèêàþùèõ â òâåðäîì òåëå ïîä äåéñòâèåì ïîâåðõíîñòíûõ íà-
ãðóçîê P.

Êîììåíòàðèè ê çàäà÷àì

1) Äîñòàòî÷íî ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè âäîëü òðàåêòî-
ðèè.

2) Â ðàìêàõ ìîäåëè M5 ëåãêî ðåøèòü óðàâíåíèå èìïóëüñîâ, åñëè ïîëîæèòü
v = 0. Èç óñëîâèÿ ρ = 0 ìîæíî îïðåäåëèòü âûñîòó àòìîñôåðû.

3) Ðåøåíèå çàäà÷è âûòåêàåò èç óðàâíåíèÿ (4.3.1) è åäèíñòâåííîñòè çàäà÷è
Íåéìàíà äëÿ íåãî.

4) Òðåáóåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèå ìîäåëè M2 ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî íà ñâîáîäíîé
ïîâåðõíîñòè íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå ðàâíî àòìîñôåðíîìó äàâëåíèþ, à
êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ îòñóòñòâóþò.

5) Íåîáõîäèìî çàïèñàòü óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ (4.5.5) â íàïðÿæåíèÿõ ñ f =

0, óìíîæèòü íà xj è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî îáëàñòè, ïðèìåíèâ ôîðìóëó
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.
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